SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

. z? —1
Ejercicio 1. f,(v) = —, z€R.
"+ 1 .
-1 St x| <1
’ Campo de convergencia A =R ‘ f(z) = 1 S jz|>1

0 Si Jz|=1

.Es f,, continua en A? .Es f continua en A?

Si. 0 Si.

1 No No

.Se puede asegurar con los resultados anteriores si hay o no convergencia uniforme?
Si. No hay convergencia uniforme. Si la convergencia fuera uniforme, el limite
serfa una funcién continua y ya hemos visto que no lo es.

O No

i Es {fn(z)} uniformemente acotada?

2
si. |2

"+ 1
DNO

.Se puede aplicar el teorema de Arzela?

‘ <1,VreR,VneN Si, y permuta el limite y la integral.
r No, porque

Campo de convergencia y limite puntual
.Es fu(x) derivable en A, Vn € N? de {f/(x)}

., 4ng?t En los tnicos puntos donde no hay con-
Si. fl(z) = A !
n (22n 4 1)2 vergencia es en el 1y -1
o No A= (—oco,—1)U(-1,1)U(1,00)

g(x) =0,V e A

.Se puede asegurar si hay o no convergencia uniforme de la sucesién derivada, con
los resultados anteriores y el teorema de convergencia uniforme y derivacién?

Si, la convergencia de f/ a f no es uniforme. Si lo fuera, podriamos aplicar el
teorema y la convergencia de f, a f seria uniforme y ya hemos visto que no lo es.

2
Ejercicio 2. f,(z) = il x, x € [—m, 7.
n
Campo de convergencia A = [—m, 7] f(x)=0,Vz e A
JEs f, continua en A? JEs f continua en A?
Si. Si.
O No O No

.Se puede asegurar con los resultados anteriores si hay o no convergencia uniforme?
[ Si.

No se puede asegurar ya que aunque la convergencia uniforme conserva la con-
tinuidad, puede ocurrir que el limite sea una funcién continua sin que la convergencia
sea uniforme.

Aplica el criterio del supremo para asegurar si hay o no convergencia uniforme
sin n’x 1 o1 .
= — lim — =0 = f, — [ uniformemente

n n—oo N

n




Permuta el limite con la integral?
Si, porque la convergencia es uniforme.
 No, porque

Campo de convergencia y limite puntual de
JEs fn(x) derivable en A, Vn € N7 || {f/(z)} ?

Si. f!(z) = ncos(n’x) So6lo converge cuando el coseno es cero.

o No A={r =7+ 2knlk € Z}

gx)=0,Vr € A

Ejercicio 3. Se considera la serie de funciones
o0 2

x
—_ R.
Z<1+m2)n’ S

n=1

1. Demuestra que el campo de convergencia es todo R y halla la funcién limite
(suma de la serie).

= x? - 1
2
E ——— =7 E —_
2 2
— (14 a%)" — (14 z%)"
La serie es una geométrica que converge si la razéon es mayor que 1, luego
converge para todo x # 0 al valor

1
) LA S R
2\n :
n:1<1+$) 1——1
1+ 22

Ademas, en = = 0 se tiene la serie nula que también converge.

1 si z#0
0 sti =0

Campo de convergencia A =R ‘ flz) =

2. Aplica el criterio M de Weierstrass para demostrar que hay convergencia uni-
forme en el intervalo [1,2]. Encuentra constantes M,, y da un valor por el que
esta acota la serie en ese intervalo.

x? x?
<
L+a) = 1+ 17

22 4
2 < wee1,2
on S g Vel

o
Como Z M, <4 < o0, la convergencia es uniforme en [1,2].

n=1
3. ;Hay convergencia uniforme en el intervalo [—1, 1]7

La convergencia no puede ser uniforme en [—1, 1] porque la convergencia uni-
forme conserva la continuidad y aunque la sucesiéon esta formada por funciones
continuas, el limite no es una funcién continua en dicho intervalo.



4. Calcula las constantes (mds ajustadas posibles) M,, del criterio M de Weier-
strass para el intervalo [—1,1] y comprueba que la serie correspondiente no
converge.

2

T

—(1 ) es continua en [—1,1] y por tanto
T

alcanza el maximo. Vamos a calcular

Para cada n, la funcién f,(z) =

M, = n(T) = n imetria).
:Cér[l_aﬁJ ful(2) zrg[%i(] fn(z) (por simetria)

2z[1 — 2%(n — 1)] 0 =0 2% 1

fulz) = (1 + 22)n 1 n—1

(para n > 2).

luego el maximo esta en x = , para cada n > 2 y tendremos

1
vn—1

—_
—_

M, = f( n—l):m—l) <1+ni1)n'

1 \" e
1
()

o
se tiene que la serie Z M,, se comporta como la serie Z — y por tanto
n —

Como

n=1 n=1
diverge.



